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RESUMO

O transporte de um fluido em tubula¢gdes pode ser analisado através de modelos
matematicos, e aproximando a solucdo destas equacfes através de meétodos
numéricos. A modelagem matematica €é importante pois possibilita a
implementacdo de um modelo computacional e consequentemente a simulagéo
do fenbmeno. A modelagem possui varias aplicacdes importantes, como a
concepcao, operacdo e monitoramento, podendo prever a capacidade nessas

tubulacbes, fornecendo ao engenheiro dados para melhoria do projeto.

A modelagem dos fendmenos associados a dinamica dos fluidos ganhou um
grande impulso com o avang¢o dos computadores digitais, devido a dificuldade em
se obter solu¢des analiticas, e pela facilidade de aplicacdo e o baixo custo com
relacdo aos experimentos. A quantificacdo de varidveis, como pressdo
temperatura e velocidade maximas e minimas é de fundamental interesse para o
projetista, a fim de que este possa dimensionar a tubulacdo e introduzir
equipamentos protetores, afim de amortecer as variacdes de carga, prejudiciais a
vida util da instalagéo. Este trabalho desenvolve um modelo matemético para o
fluxo de gas natural em gasodutos, incluindo os efeitos de atrito e transferéncia

de calor na parede da tubulacao.

Palavras-chave: Dindmica de Fluidos Computacional, Modelagem Matemaética,

Gas Natural.



ABSTRACT

The transport of a fluid in piping may be analyzed using mathematical modeling,
and bringing the solution of these equations by numerical methods. Mathematical
modeling is important because it enables the implementation of a computational
model and consequently the simulation of the phenomenon. The modeling has
several important applications such as the design, operation and monitoring, may
provide the ability in these pipes, supplying the engineering data for the
improvement of the project.

The modeling of the phenomena associated with fluid dynamics gained a major
boost with the advancement of digital computers because of the difficulty in
obtaining analytical solutions, and the ease of implementation and low cost
compared to experiments. Quantification of variables, such as pressure
temperature and maximum and minimum speed is of fundamental interest to the
designer, so that it can scale the pipe and introduce protective equipment, in
order to dampen the load variations, harmful to the life of the facility. This paper
develops a mathematical model for natural gas flow in pipelines, including the

effects of friction and heat transfer in the pipe wall.
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1 INTRODUGCAO

A modelagem computacional € uma area de conhecimento multidisciplinar que
trata da aplicacdo de modelos matematicos e técnicas da computacdo a analise,

compreensdo e estudo da fenomenologia de problemas complexos.

As medi¢des do estado, tais como, a presséao, o fluxo de massa, temperatura e
composicao sdo disponiveis apenas na entrada e na saida. Pode-se modelar o
escoamento como sendo unidimensional em casos em que os comprimentos das
tubulacbes sdo bem maiores que seus diametros, essa consideracdo €
interessante pois possibilita a obtencdo de simulacdes mais eficientes, a um

custo computacional reduzido.

A modelagem transiente proporciona uma analise de escoamento no tempo,
possibilitando a simulacdo computacional do escoamento, que por sua vez pode
prever a dindmica do sistema, tais como alteragdes variaveis no tempo das taxas
de fluxo, composicdoes fluidas, temperatura e mudancas operacionais,
maximizando o potencial de produgdo. Como no simulador OLGA, utilizado por
grandes companhias de petréleo.

2 OBJETIVOS

Desenvolver um modelo matematico do fluxo transiente em tubulagées, utilizando
um sistema de coordenadas unidimensional, incorporando diferentes parametros
fisicos, como fator de atrito e transferéncia de calor afim de equacionar os
transientes hidraulicos em fluidos incompressiveis através da andlise do Golpe
de Ariete em adutoras. As equagdes governantes sdo modeladas numericamente

através do método das caracteristicas e o método dos Volumes finitos.

3 FUNDAMENTOS TEORICOS

Para modelar o escoamento de fluido em tubulacdes, faz se necessario resolver
as equacdes da continuidade, dinAmica e conservacdo de energia para o fluxo,
considerando que varios processos fisicos tém de ser modelados de maneira

apropriada. Esses incluem o fator de atrito, a equacgdo do fluxo de calor trocado
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entre o fluido e o meio circundante. Além dessas equacfes uma equacdo de

estado deve ser utilizada.

A solucdo das equagdes governantes para o campo do escoamento dentro das

tubulacdes é determinada pela técnica dos volumes finitos Patankar (1980).

O volume de controle elementar ilustrado na Figura 3-1 é utilizado para encontrar
as equac0es conservativas de conservacdo de massa, quantidade de movimento

linear e energia.

'y du
1= s —dx

Figura 3-1 Volume de Controle Elementar

3.1 EQUACOES GOVERNANTES

Antes de entrar nos detalhes da equacdo de Navier-Stokes, é necessario fazer
varias suposicdes acerca dos fluidos. A primeira é que um fluido € um meio
continuo, e que todas as variaveis de interesse, como a velocidade, presséo e

temperatura, sdo funcdes de campo diferenciaveis.

Utilizaremos os principios basicos de conservacdo da massa, momento e
energia. Para tornar mais facil a aplicacdo destes principios é util considerar um
volume arbitrario finito, ou seja, volume de controle. O volume de controle

permanece fixo no espaco ou pode mover-se como o fluido (Figura 3-1).
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3.2 CONSERVACAO DE MASSA

A primeira equacdo a ser obtida é a equacdo de conservacao de massa, que
representa o principio de conservagdo de massa. Se o volume de controle &
fixado no espaco, podemos aplicar o teorema de transporte de Reynolds, entdo a

equacao integral pode ser expressa assim:

dM) A f U.dA ?
dt sistema at ch Ap .

Utilizando o teorema integral de Gauss e considerando o fluxo unidimensional,

teremos a forma diferencial da equacéo de conserva¢cdo de massa:

dp Jdpu @
L4+ "=
ot " ox

3.3 CONSERVACAO DE MOMENTO

A proxima equacgdo envolve o principio da conservacdo da quantidade de
movimento, sendo uma aplicacdo da Segunda Lei de Newton, que é pertinente
ao escoamento de um fluido viscoso. Para um volume de controle, essa
exigéncia determina que a soma, de todas as forcas atuando no volume de

controle, deve ser a taxa liquida na qual o momento deixa o volume de controle.

. d 3)
§ :F - _p)
dt sistema

- ap U opu —
Zsz P v+ | Poav (4)
ye Ot ve 0X

Dois tipos de for¢cas podem atuar no fluido, as for¢as de campo e de superficie.

[N

YF= Fcampo + Fsuperficie )
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A forca de campo sera a forca gravitacional, veja Figura 3-1.

ﬁcampo = gsinfdm = gpsin6dV (6)

As forcas das superficies sao devidas a pressao estéatica do fluido, assim como

as tensodes viscosas.

Utilizando a série de Taylor para tensdes, a forca liquida de superficie, para o

escoamento unidimensional sera;

00yy Op 0Ty @)

Fsuperficie = (W a‘*‘ dy )dxdy

A tensédo de cisalhamento na parede devido ao atrito pode ser expressa em

funcdo do fator de atrito f. Sendo a tenséo cisalhante obtida com a expressao:

ou fpu? ®)
Txy=.u@= )

Fazendo a conservagdo do momento, teremos:

0 2 __ few® . ©)
+ o (pu® +p) = ~, — Pgsinf

a(puw)
at

3.4 CONSERVACAO DE ENERGIA

A terceira equacao representa o principio de conservacao da energia aplicado a
um fluido newtoniano. Utilizando o balanco de energia para um sistema fechado
AE = 6Q — W, temos:

a - - . .

Efvc(e)dv + [,(e + pv)pU.dA = Quq + Wi, o)
0 0
s Vc(e)dV + fvca(e + pv)pudV 1)

- _ UgAsup(T - Tref) 4 dpu 3 O0TyyU
Asegﬁo Ox ay




14

Para o calculo da transferéncia de calor das paredes da tubulacdo € desprezado a
energia armazenada na parede da tubulagdo e nas camadas de isolamento
térmico. A entalpia h de uma substancia é h = e + p/p , substituindo na equacgéao

(12):

othp) _op . 0h . 9 _ 4Ug(TrerTe) | foum? (12)
Jat at P ox dx D 2D

Vemos que a queda de pressdo devido ao cisalhamento na parede do
2

escoamento é W = fpz%, sendo u,, a velocidade média do fluido sobre a se¢ao

transversal da tubulacao, onde:

Uy = — (13)

3.5 FATOR DE ATRITO

O coeficiente de atrito é responsavel pela forgca de atrito entre o fluido e a parede
do tubo. O fator de atrito f para uma tubulagdo € comumente denotado pelo fator

de atrito de Darcy e Weisbach, sendo definido como:

—dp/d
— 2
2 PU

(14)

Este € um pardmetro semi-empirico, para o fluxo em tubulacées com elevada
intensidade de turbuléncia sendo impossivel calcular totalmente por
simulagdes computacionais. O fator de atrito de atrito de Darcy f, depende do

namero de Reynolds Re = pUD/us, € da rugosidade relativa da tubulagédo e/D,

segundo Fox e McDonalds (1995).
e Escoamento laminar: f = Z—j para Re < 2300

e Escoamento turbulento: f = 0,25 [log (63/—5 + ;;049

)]_2 para Re > 2300



15

3.6 MODELO DE TRANSFERENCIA DE CALOR

O coeficiente de transferéncia de calor global de U, € definido por:

_
YT a1

(15)
Q é o fluxo de calor eT;eT, sdo as temperaturas internas e externas da
tubulacdo. O coeficiente total de transferéncia de calor para uma tubulacdo que

consiste em varias camadas da parede, onde ndo ocorre acumulacdo de calor no

solo:
L 1 N -1 (16)
T, T, T
%z-—+ﬁ—+§}im<”)
he i h’l =1 kn Th-1
3.7 MODELAGEM DE UM FLUIDO COMPRESSIVEL
Sabemos que a entalpia de um gas é expressa por:
T (dp dp
dh = C,dT —(—) 1|—
pal + [p ot/ + P 7

Dessa forma podemos reescrever a equacéo de conservacgao de energia (12):

daT dT d dp\T /0 4U,(T; — T,
6, )+ (24 u 2L (20) M 0o T
14

a v @ T ax) 5 \Gr D

As equacbes da continuidade e da energia podem ser reescrita com pressao,
velocidade e temperatura como variaveis dependentes, utilizando a equacao de

estado paraum gas p = ZpRT , onde Z é o fator de compressibilidade do gas.

Aplicando o logaritmo natural nessa expresséo e diferenciando ambos os lados,

Inp = lnp + InZ + InR + InT, teremos:

6p_p6p+p62+paT
0x pox Zot Tox (19)

dp pdp pdZ pdT (20)
ot pot Zot Tat
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Sendo o fator de compressibilidade Z = Z(p,T), logo dZ = (Z—i) dp + (Z—i) drT,
T P

Podemos reescrever as equacdes (19) e (20):
dp (1 (62) 6p 1 1(62) aT
ac P\p z\ap) )ac \r z\er),) %t (21)

dp Op p/0Z\ Op p (0Z p\oT
TR R
ox dt Z\dp/,0x \Z\dT/, T)ox

Substituindo na equacdo da continuidade (2) e isolando a varidvel temporal

temos:
a_T: 1_1(62) ap Ju 1+1(az) 23)
Jt p Z\0p at ax aT
op _[(1,1 <az> oT  du (az) - 4
ot |\T z\aT/,) ot axpzap
Substituindo equacdes (23) e (24) na equacédo da energia (11) encontramos:
dT 0Z dT 0Z
T <B_Z(ap) ) op de(ﬁ_i(ap> ) (23)

3G, 5 - 5 G,
w0 (526

_ 4Ug(Tref TO) 1 0Z
R i)



0z

Sabemos que (‘;—?) = _§(1+§(ar

p
c 1 1(62) 6p+ C 6u+ c dT 1+1<6Z> (26)
Pee\p " z\ap). Jar T Prax T P ax\T T Z\aT/,
dp1 1+t<6Z) 2 dp1 1+t(62) 2
deT\""z\at/,) ~ "axT\ " z\aT/,

T
 (4Ug(Trer — To) W 1 N 1,07
- D AG z(aT>p

) ) Substituindo:
p

A entropia é uma funcéo da pressao e da densidade s = s(p. p), dessa forma:

P _(65) J +<as> p

Considerando que a entropia seja constante, teremos:

6o, =~ G, G2) /), ), o

N
Admitindo T = T(p, p), temos:

(Z_DS B (2%)/ <g_;> ) (%) (29)

T

Como C, =T (Z—;) , entao:

P
ds C, Gy dv\ (0p
3),-5-%-G,)
ar/, T T aT/), \aT/,

17
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Logo:
dp v\ (Ov\
&r), =~ &7), ) @
at/, ~ ~\ar),\ap) .,
Como v = 1/p, temos entao:
2 -1
@), -[2-5,160
T/, T p?\dT/, |\dp/,
Como:
0 T 107 (33)
(), --5(33
or), T\ ' z\aT/,
<6p) P <1 p <6Z> > (34)
op/. p Z \0p »

Substituindo as equacbes (33) e (34) na equacéo (32) teremos:

2 -1
), =260, o)
2L (36)
(-2 )2 (569 |
|

A velocidade da onda isentropica a, € igual a ag = (Z—z)a, substituindo na equacéo

s
-1
} 37)

acima temos:

(560 )t (42(6),)
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Podemos entdo reescrever as equacdes (27) e (28), e teremos as equacdes

hiperbdlicas:
dp dp ,0u (38)
E + U,a + pag a
2
_a 4Uy(T; — Te) T (az)
B cpT< p T W)\M*z\er),
oT N oT (1 1 (OZ) N ag? ou 14 T (OZ) (39)
at " “ax\p z\ap). )T C,ax\" " z\aT),
2[4U,(T,er — T, 0Z
_ o [Wallrer =)y ] (1222
Cpop D Z\op/,
6u+ 6u+16p_ w . (40)
at u ox pox  p gstn

As equacdes (38), (39) e (40) formam um sistema de equacdes diferenciais
parciais do tipo hiperbdlico, cuja solu¢do analitica exata ndo é disponivel,
contudo, desprezando ou linearizando os termos néo lineares, e utilizando
diversos métodos graficos, analiticos e numéricos podemaos encontrar a uma

solucéo aproximada.

3.8 MODELO MATEMATICO

As equacbes que descrevem o fluxo podem ser escritas na forma matricial:

U, +AU,+ D=0 (41)

U ou . - .
Sendo U; = = © Uy = e onde t e x denotam as derivadas parciais em relagéo

F}
ao tempo e a distancia, respectivamente.

Para facilitar a modelagem podemos utilizar Z=1 para G&s Natural, pois foi

observado experimentalmente que o comportamento das variaveis, a baixa
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densidade, é representado com bastante precisdo. A densidade do Gas Natural é

relativamente inferior a 1,0, sendo, portanto, mais leve que o ar.

p (42)
U= <u>
T
u pa? 0
/ ! \| @)
- u 0

[ )

CC,T D
w
D= | ? + gsene |
as? [4Uy(Tref — Te)
C,0 I D + Wu

Varios meétodos diferentes de solugdo para as equacdes gerais tém sido

desenvolvidos. A seguir teremos um breve resumo dos modelos mais populares.

4 MODELOS NUMERICO

4.1 METODO DAS CARACTERISTICAS

As equacdes que descrevem o fluxo, convertidas para as coordenadas naturais
do sistema, sdo conhecidas como equacdes caracteristicas. As equacdes
caracteristicas resultantes obtidas séo resolvidas numericamente de cada grade
de caracteristicas ou huma malha retangular de coordenadas.

Os valores proéprios A da matriz A sao:

ll=u
Ay =u+ ag
A3 =u— ag
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As equac0es caracteristicas sdo as seguintes:

d
e Paral, = u, temos: d—’: =u

1d dT 1 [(4U,( Tyer — T, (45)
e o(Trey e)+ Wul=0
pCydt dt  pC, D
dx
e Paral, =u+ a, temos: ST outag
1dp du a; (4U;(Trer—Te) w o (46)
pasdt+dt pCpT( D + Wu +p+gsm9—0
e Parai; =u— a, temos: % =u- a
(47)

1dp du as (4Ug(Tref—Te)

w
- 4 w — ind =0
o dt+dt pC,T D + u>+ ’ + g sin

As equacdes podem ser resolvidas simultaneamente para as quatro incognitas p,
u, X, t. A principal vantagem do método € que as descontinuidades podem ser
tratadas e que grandes intervalos de tempo séo possiveis desde que eles ndo
sejam limitados por um critério de estabilidade. No entanto, este método tem uma

desvantagem importante quando lida com gazes transientes rapidos.

4.2 METODO DE DIFERENCIAIS FINITAS EXPLICITAS

Para resolver as equagdes basicas usando uma diferenga finita explicita, método

gue deve primeiro ser escrita na forma:

a 0 (48)
a(A) +$(3) =C

O método de diferencas finitas explicito mais simples € a frente método de Euler.
Aplicando este método na Equacgédo (12) e assumindo que C é igual a zero,

teremos a seguinte aproximagao:
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At (49)
Agjsn = Awp = 557 (Bajrn = Ba-rp)

Este método ndo mostra nenhum erro de amplitude e requer apenas uma
avaliacdo do valor de B em cada ponto de nd. No entanto, quando C ndo é igual a
zero, torna-se incondicionalmente instavel, e recuperar a estabilidade dos célculos
tornam-se mais complicado. Uma grande desvantagem dos métodos de
diferencas finitas explicitas é que, na melhor das hipGteses, sdo apenas

condicionalmente estaveis.

4.3 METODOS DE DIFERENCAS FINITAS IMPLICITAS

O método de diferencas finitas implicitos tém a vantagem sobre o método explicito
de ser incondicionalmente estavel. Em geral, os esquemas de diferencas finitas
implicitos sdo mais econémicos do que os esquemas de diferencas finitas
explicito ou do método das caracteristicas, embora este ultimo pode atingir mais

resultados precisos. Pode ser escrita da seguinte forma:

Agiv1j) = Aij N Biv1,j+1) = Btaj-n _ c. (50)
At 2Ax e

4.4 METODO DE CRANK-NICOLSON

O método é uma solucdo de diferenca central com precisao de alta ordem. Utiliza-
se este método por ser mais facil de programar e calcular muito mais rapidamente

podendo ser prontamente estendida a tubulacdes de qualquer tamanho.

(51)

Awrrp) = Aij (Bjrv — Baij-n) + (Biwjsn) = Basaj-n) _ Coon
At 4Ax L
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45 METODO DE DIFERENCA CENTRADA

O método de diferenga centrada é utilizado para resolver fluxos transientes
isotérmicos em uma rede. Neste método, as derivadas parciais sdo calculadas
para sec¢des do gasoduto em vez de pontos de nd. Este método requer uma
grande quantidade de armazenamento de computador para lidar com a matriz de

coeficientes, e o tempo de execucdo € demorado.

(Agsrjrny — Aijrr) + (Agsnjy — Aij) (52)
At

4 (Biirsj+n = Bajsn) + (Busjrn = Buj)
Ax
_ Cijo1 +Cij+Cipjrr + Cjya
2

5 METODO DOS VOLUMES FINITOS (MVF)

O método dos volumes finitos é um método de resolucao
de equacglOes das derivadas parciais baseado na resolucdo de balangos
de massa, energia e quantidade de movimento a um determinado volume de
meio continuo. Este método evoluiu das diferengas finitas, porem n&o apresenta
problemas de instabilidade ou convergéncia, por garantir que, em cada volume

discretizado, a propriedade em questao obedece a lei da conservagéo.

Este método é largamente utilizado na resolu¢cdo de problemas envolvendo
transferéncia de calor ou massa e em mecanica dos fluidos, pois determina os
campos de velocidade, presséo e temperatura resultantes do escoamento, sendo
esta uma das técnicas de discretizacdo mais versateis utilizadas na dindmica dos

fluidos computacional.

Esta técnica tem como primeiro passo dividir o dominio computacional em varios
volumes de controle, onde a variavel de interesse esta localizada no centroide do
volume de controle. O préximo passo € integrar a forma diferencial das equacdes
de governo sobre cada volume de controle, onde séo utilizados perfis de
interpolacdo para descrever a variagdo da variavel procurada, entre os centroides

de cada volume de controle. A equacdo resultante € chamada de equacédo de
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discretizacdo. Desta forma, a equacao de discretizagdo expressa o principio da

conservacao para a variavel procurada dentro do volume de controle.

A caracteristica mais atraente do MVF é que a solucdo resultante satisfaz a
conservacdo de quantidades como massa, quantidade de movimento, energia e
espécies, sendo totalmente satisfeita para qualquer volume de controle, assim
como para todo o dominio computacional e qualquer nimero de volumes de

controle.

51 EQUACAO DE TRANSPORTE

As equacdes mais frequentes em mecanica de fluidos expressam o0s principios
de conservacédo e definem um balanco entre os varios modos de transporte e o
termo transiente referente a uma variavel de interesse. Esta varidvel dependente
representa uma grandeza fisica intensiva. Para a representacdo destes
fendbmenos de transporte pode-se utilizar uma equacao diferencial parcial na qual
a variavel dependente serd dada pela varidvel genérica ¢. A partir desta, pode-se
construir todas as equacfes diferenciais presentes neste trabalho. Esta equacao

diferencial escrita na forma conservativa em notac¢éao vetorial é:

a(g:p) +V-(pUp) =V (TV) + 5, 7

onde T representa o coeficiente de difusdo e S, o termo fonte e é considerando
como sendo a soma do termo de geracdo com todos 0s outros termos existentes
na equacao de conservacdo original que ndo se enquadram nem na forma de
termos de transporte e nem na de termo de acumulo, por isso, é por vezes,

chamado de "lixeira" da equacgéo de conservacgao.

Na equacao, o primeiro termo representa a variacao temporal da quantidade total
da grandeza p¢ no volume de controle, o segundo termo representa a variagao
devido ao transporte convectivo, o terceiro termo representa a variacado devido ao
transporte difusivo, e o Ultimo é responséavel pela geracdo ou destruicdo da
entidade por unidade volume.
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5.2 EQUACAO DE DISCRETIZACAO

Para a representacdo destes fendbmenos pode-se utilizar uma equacdo de
transporte (52) e a partir desta, pode-se construir todas as equacgdes diferenciais

presentes neste trabalho.

A equacdao discretizada € uma expressdo exata para a conservacdo de massa no
volume em questédo, pois a forma de célculo dos fluxos médios através das faces
e das densidades médias no volume ainda néo foi especificada. A aproximacao
destas grandezas utilizando seus valores em pontos discretos da malha e em um

dado instante de tempo é que introduz o erro da aproximac¢ao numérica.

A figura 5-1 mostra a estrutura basica de uma malha unidimensional de volumes
finitos. Usualmente, os valores das variaveis dependentes sdo armazenados nos
centros dos volumes (P, W, E) ou nos centros de determinadas faces (w, e). Os
valores necessarios destas variaveis em outras posi¢cdes sdo obtidos por
processos convenientes de interpolagdo. Em um mesmo problema, algumas das
varidveis dependentes podem ser armazenadas nos centros dos volumes,
enquanto que outras ficam armazenadas em pontos sobre as faces. Assim, o
método de volumes finitos pode utilizar varias malhas para um mesmo problema

(malhas entrelagadas).

W e
[ P I "
N

i

Figura 5-1 Estrutura basica de uma malha unidimensional de volumes finitos

A equacéo de transporte para um fluxo unidimensional é escrita abaixo. Todas as

equacOes de conservacao tém a forma desta equacéo:

(54)

ot ax] ax]
Sendo S, =S+ S, ¢;

]

a(pg) +6(p¢>uj) _ 0 <p¢2_x¢> + S+ Sy
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A discretizacdo das equacgbGes de governo do escoamento pode ser obtida
integrando a Equacdo (54) em um volume de controle V limitado por uma

superficie fechada S. Aplicando o teorema de divergéncia de Gauss, tem-se:

(55)

d
f (§¢)dv+ fp(pujnjdv - J-P¢6¢njdv+ J-(S tSeg)dv
v

v v

Onde n; € o vetor normal a superficie do volume de controle (apontando para

fora do elemento), e dA é a magnitude do elemento de area da superficie de

controle.

5.3 CALCULO DOS COEFICIENTES
Para encontrar os coeficientes, reescrevemos a equacao (37), admitindo que Z=1.:

oT oT ,0u (56)

pC, P3¢ +pCua + pa,? x — =S5+ 5T

4Ug4T,

Com:S, = a;? (L2 + wu)e s, = a,% (L2 + Wu)

Integrando a equacao acima no volume de controle e no tempo sobre um intervalo

de tempo de t até t + At, temos:

t+At t+At
f f pCp—dth f f pC, dth (57)
e P ot

t+At
+] J- pa 2—dth
. v, S Ox

t+At
Ve

Sendo A a area da secdao transversal do volume de controle, Vc o volume. Como

dV = Adx, sendo dx € o comprimento do volume de controle, temos:



f <ft+At C aTdf:)dv (58)
pCp— 58
Ve t pat it
+ oT oT
c A—) —( C A—) ]d dt
+ft [(ppu 0x/ ¢ pLpt ox/,, x
t+AL
Ue — Uy
+f f pa? Adxdt
‘ v, S( Ax )

t+At
_ <f (S, + S,T) dt)AV
t

A integral I € resolvida por:

t+At . . (59)
I = f Tpdt = [T + (1 - 0)|T] At
t

Onde 6 é a funcao peso sendo # = 0 para o método explicito, # = 1/2 para o
método Crank- Nicolson e 8 = 1 para 0 método implicito. Ent&o:

J,. (ftHAtpCp Z—Zdt) dv = ;ocp(TI!'+1 —T))av

[ (p60a2), - () Lt = 1 (p6ua™57), -

e

(pCpuA TPA_XTW)W] dt

t+AL ) t+AL
J; fVC pag® %dth = [, pas®A(u, —u,)dt

( ft”M(Sc + S,¢) dt) AV =[S, + S,(8T5 + (1 — 6)T},)]|AAxAt

. . Ax
PG (13 = T)A g, ©
1 _ i+t it _ i+l
=6 [(pCpuA)e % — (pCyud) e v
) _ T i1l
+(1-6) [(pCpuA)e o~ (Gpud) W]

— pag®A(u, — uy,) + [Sy + 30T + (1 — 6)T))]Adx
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(pCpuA)W
Ax

Ax (pC uA) )
PCyA 5 +0 [ Zx e 4 + S,(0AAX) | TS

C,ul . .
= (pCyut), Zx )e [6T.™ + (1 — 0)T/]

pC,uA . .
Lo, o )y (6T + (1 - 6)T)]

(pCpuA)e
Ax

Ax
+ pCpAE—(l—G) -

Ax

+5.((1 — )AAx) | T] + S, ADx — pag®A(u, — u,)

Na forma padréo:

apTI = ag[oT] + (1 = O)T)] + ay [6T) + (1 - 0)T))]

+[al — (1 = 0)ag — (1 — O)ay|T] + S,

Coeficientes:

: A
ap = pC,A A—’:;

ap = ai,+9(aE + ay) — S;H

(pCpuA)e

U=
C uA

ay = —(p ZL; )W

S, = S.AAx — palA(u, —u,,)
S)* = 5,040%

S} =5,(1 - 6)Adx

P (pCpuA)W

(61)

(62)
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Para uma condicao de contorno prescrita na fase w, isto é, Ty, = T,

, A
G(Ti* =T AT 3
]+1 j+1 ]+1
— T} —T,
!(pC uA) (pC uA) T
j TJ ] TA
+(1-9) [(pcpm)eET — (pCyud) Ax/
- paszA(ue - uw) .
+[Se +5,(6T7 ™ + (1 — )TY)]AAx
Ax (CpuA)e (CpuA)W i1
{c Ao+ 0|+ 2|+ 5, (0AM)( Ty (64)
) C,uA
_ (&), ~2 el + (1 - 9)T’]+2( pr )WTA
Ax C,uA
CAA——(1—9)(” A, (1—9)2(”Ax)w

+5,((1 — 0)AMx) | T + S, Abx — paA(u, —u,)

Coeficientes:

J _ Ax,
ap = CpA v

ap = ai,+9(aE + ay) — S;H
)
_ e
9E =T Ay
aW = 0

(Cpus)
Su = SCAAX + 2 TWTA - paszA(ue - uw)

s < - 0
5[{ =(1-6) M

Ax

29
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Esses coeficientes sdo necessérios para fazer simulagbes computacionais do
escoamento do gas e com estas simulacfes, € possivel obter os pontos criticos
do sistema, que auxiliam na escolha dos equipamentos de seguranca a serem

usados no projeto.

6 GOLPE DE ARIETE

Denomina-se Golpe de Ariete ao choque violento produzido sobre as paredes de
um conduto forcado quando o movimento do liquido se modifica de forma brusca.
Mais precisamente se traduz na sobrepressdo que as tubulagcbes recebem

guando, por exemplo, se fecha um registro, interrompendo-se o0 escoamento.

Por Golpe de Ariete sdo conhecidas as variacbes de pressdo oriundas de
variacbes da vazdo, causadas por algum tipo perturbacdo, seja voluntaria ou
involuntaria, que se imponha ao fluxo de liquidos em condutos, tais como:
operacbes de abertura ou fechamento de valvulas, falhas mecéanicas de
dispositivos de protecdo e controle, parada de turbinas hidraulicas e ainda de
bombas causadas por queda de energia no motor, havendo, no entanto, outros

tipos de causas.

No desenvolvimento do fenbmeno, a pressao podera atingir niveis indesejaveis,
gue poderdo causar sérios danos ao conduto ou avarias nos dispositivos nele

instalados, podendo resultar em acidentes.

6.1 PRINCIPIOS TEORICOS

6.1.1 EQUACAO DA CONTINUIDADE

A lei de conservacdo da massa pode ser reformulada em termos da area na

seguinte forma:

dM)
dt /sistema

a —_— —_
=afchdV+ J,pU.dA (65)

dap __0pA | dpuA _
foe (E V- (pU)) dv =224 22 = g (66)



Incluindo a presséo p, teremos:

dpdp pJdAdp Ju dpdp pudAdp

apot Aopoc Pox  “apox T Aodpox

<6p AP p 6A> dp 6u <6p AP p 6A> dp _
ap aop)ac TPax T ot aap)ax T

(67)

(68)
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O ultimo termo da equacéo é referente a equacdo da onda acustica, (Ghidaoui S,

2005).

dp poA 1

ap Taop @

Sendo a velocidade de onda acustica por Chaudhry:

_ K
“= |p[1 + (KD/Ee)]

Reescrevendo a equagéo (69):

6.1.2 EQUACAO DO MOMENTO:

- -

Fcampo + Fsuperfl’cie = —dV _ U dv
44 ve

Ju au ap )
pat rr ox ‘o T PBSING

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)
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Para estes casos, desconsidera-se os efeitos da gravidade, utiliza-se um modelo
de friccdo proposto em termos do fator de atrito de Darcy-Weisbach, e uma
relacdo constitutiva para descrever a perda de carga associada a tensfes nas
paredes do tubo. (Brunone B, 2000)

fpu? ou du (74)
(e
2D at 0x
Substituindo na equagéo (73) teremos:
ou ou/u-—ka 1 dp 1 fu? (75)
=+ ( ) + —+ =0
ot odx\1+k p(1+k)ox (1+k)2D

6.2 MODELAGEM MATEMATICA

Para a analise deve-se resolver simultaneamente as equacdes da continuidade e
da quantidade de movimento, equac¢fes que fornecem a pressao e as velocidade

numa determinada posicao da tubulacdo em funcdo do tempo.

As equacdes que descrevem o fluxo podem ser escritas na matriz formando

assim:
U, +BUx+D=0 (76)

Onde:

%{5} = —[B(p,u)] aa—x{Z} — [D(p, W]

onde t e x denotam as derivadas parciais em relacdo ao tempo e a distancia,

respectivamente, temos:

(P
U, = (u) (77)
2
u pa (78)
= A+ (u — ka)
p 1+k
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0
D= 1 fu? (79)
(1+k) 2D

Utilizando a velocidade com sendo a velocidade média, utilizando o esquema

proposto por Godunov (ITS, 2011), temos:

(80)

6.2.1 DISCRETIZACAO PELO METODOS DOS VOLUMES FINITOS

Integrando a equacédo (76) no volume de controle e no tempo sobre um intervalo

de tempo detatét+ At;

t+At re ou t+At re ou t+At re
[ avae= [ [ 5L avaer [ [pavae
t w 0t t w 0x t w
e t+At aU t+At t+At
j (j Edt) dv = f [(BAU)e — (BAU)W] dt + j D dtAV (82)
w \Jt t t

e [ (t+AtoU I ) j
o [ at)av = Uit - U}

Ji A, ~ Bav) de = ;7 (BA%E5%E) — (BATE) |at

Uj+1+ Jj+1 Uj+1+ j+1
= 0|(BA),————— (BA), %] +(1-0) [(BA)e

Ul + U}

Ul + U]j',]

- (BA)W 2

ft+At

. DdtAV = DAAx

Sendo D o valor médio no volume de controle da fonte.



; i\ Ax (83)
1
(0" - Up)AL;
j+1 j+1 j+1 j+1
-U ultt—u
- ZE_ TYPp P w
=6 [(BA)e Ax (BA)w Ax ]
vl — Ui —ul
+(1-0) [(BA)e E__P P

— (BA) W+ SAAx
Ax w

=
At

Ax Ax

. (84)
(BA) (BA)W” o

= —(lzlc)e [oul™ + (1 - 6)U}]
L BAw
X

o [ovy + -0y

Ax (BA)E (BA)W
+ [AE— 1-0)—=-(1-

+ +[S. +5,(6U + (1 - 0)U])]Adx

Logo:

J

Ax
ap, = A

E;

ap = a£+9(a5 + aw) - SP

_BA),
E Ax
__(®a),
w Ax
Sy = S AAx

Para volumes internos S, =0e S, =0

Para uma condicao de contorno prescrita na fase w, isto é, Uy, = U,
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) U1+1 Uj+1 Uj+1 -U
j+1 g 2X _ P P A
(U} UP)A 0 (BA)e—Ax (BA),, Ax/
2
ul-u} ul-Usl .
+(1-6) [(BA)eT—(BA)W Ax/z + SAAx

A_ [(BA)e (BA>W” o
Ax

BA BA
( )e —Z2{ou* + (1 - 6)U]] +2( = Du Uy
A (B )e (BA)W j
AE—(l—Q) -(1-9) o U
+ SAAx
Coeficientes:
Ax
= AE’

ap = a{3+9(a5 + aw) - SP

_ (BA),
% = Ax
aW = 0

(BA)
S, = S.AAx + 2 Axw Uy

2(BA)w

gt _ _g
p Ax

AP COH

(85)

(86)

Assim como no caso do gas, esses coeficientes sdo necessarios para fazer

simulagcdes computacionais do escoamento e com estas simulagfes, € possivel

obter os pontos criticos do sistema, onde ocorrerdo o golpe de ariete. Sendo

possivel, prever possiveis falhas e entdo, melhorar o projeto.

35
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A modelagem matematica do transporte de um fluido em tubulacfes é de grande
importancia, pois permite uma modelagem numérica para uma aproximacao das
equacgOes que regem o fluxo, possibilitando assim a elaboracdo de um modelo

computacional.

Este trabalho abre frentes para futuras ampliagbes, como: simulacdes
computacionais, implementagéo, verificagdo e monitoramento de componentes de

seguranca de sistemas e ainda a minimizagédo do tempo computacional.
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